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Die Berechnung einer schiefen Platte kann ebenso wie eine Reihe anderer Aufgaben der Praxis als so-
genannte Randaufgabe formuliert werden, d. h. als Losung einer partiellen’ Differentialgleichung mit ge-
gebenen Handbedmgungen Eine exakte Losung dieser Aufgabe erwies swh bisher als unausfuhrbar Dem
Ingemeur geniigt jedoch eine Niherungslosung.

Im folgenden soll die Lisung mit der Differenzenmethode unter Zuhilfenahme eines Gitters behandelt
werden, wobei. das entstandene System von linearen Gleichungen mit der Relaxationsmethode berechnet
wird. Die Betrachtungen beziehen sich hauptséchlich auf komplizierte Fille schiefer Platten mit frewn

; Randem

Die Abhandlung verfolgt den Zwedk, erstens eine neue und ge-
eignete Methode fiir die Differenzenausdriickung der Differen-

‘tialoperatoren zu zeigen (besonders der Randbedingungen des
freien Randes und der Zusammenstellung der resultierenden

Randoperatoren bei einem- Dreieckgitter) und zweitens auf die
Art und Vorteile der Anwendung einer vom Autor vorgeschla-
genen Relaxationsmethode mit verinderlichem Belastungsglied
hinzuweisen, die die Konvergenz des Relaxationsprozesses
wesenilich beschleunigt und fiir die Relaxatmnslosungen ver-
schiedener technischer Aufgaben vorteilhafter ist.

AbschheBend wird ein konkretes Beispiel einer Platte zahlen-
miBig gelost, die auf zwei parallelen Réndern gelenkig und auf
den iibrigen zwei Rindern frei gelagert ist und die durch eine in
der Mitte wirkende Einzellast oder gleichmiflig verteilt be-
lastet ist,

Randaufgabe

Die Durchbiegungsfliche der Platte wird in rechtwinkligen Ko-
ordinaten durch die partielle Differentialgleichung -

Piw =+ (1)

~mit den Randbedingungen.beschrieben, die der Auflagerungsart
- der Platte zu entsprechen haben [3], [8]. Dabei wird mit w die

Durchblegungsord.mate, mit p die Belastung pro Flacheneinheit,

a2 Pt
mit V4= (ii—:v“ + W) den blharmomschen Operator und
Ed
mit D = A= ﬁe_ Plattenkonstante bezeichner.

. bedeutet die Poissonsche Zahl und d die Plattendicke.

Liegt der Rand parallel zur z-Achse und senkrecht zur y-Achse,
so ergeben sich die Randbédingungen -fiir einen Punkt des ge-

_raden. Plattenrandes wie folgt [3], [6], [9]:

1. Gelenkauflagerung:

w=0, (2.1} wy, =0. (2.2)
2. Einspannung:
Y w=0, (3.3) w,=0.. (3.4)

'3. Freier Rand mit Bordtriger, dessen Steifigkeit E, J, und

dessen Belastung pro Lingeneinheit q betragt [6]:
Pwsg+wy, =0, (44)

E1J1 q

— (2 — p) Wagy — Wyyy + —— Wrzaz =D (4.2)

Differenzenoperatoren des Dreiecksgitte»
Zur Differenzenlisung schiefer Platten kann man verschiedene

Gitterarten verwenden, wie dies besonders Jensen {6] sehr aus-
fithrlich behandelt hat. In manchen Fallen, so auch in dem unten
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_ angegebenen praktischen Beispiel, 148t sich vorteilhaft ein Gitter

aus gleichseitigen Dreiecken anwenden. Zunichst miissen die
Differenzenausdriicke der bendtigten Differentialoperatoren ab-
geleitet werden. Dies kann man z. B. derart vornehmen, daf .
man vorerst differenzenweise die Grundableitungen des 1. und
2. Grades ausdriickt und daB man sie dann auf diese Differen-
zenoperatoren wiederholt anwendet. Das bedeutet, daB z. B, der
biharmonische Operator durch wiederholte Anwendung der har-

amonischen Differenzenoperation auf die -Differenzeénform des

harmonischen Operators gewonnen wird, wie dies beispielsweise

Jensen [6] durchfiithrt.

Im ersten Teil dieser Arbeit soll nachgewiesen werden, daf eine
vorieilhaftere Form der Differenzenoperatoren im Dreieckgitter
durch direkte Ableitung der Operatoren aus den Taylorschen
Entwicklungen gewonnen werden kann. Zu diesemy Zweck ist es
notwendig, eine Sterngruppe der Gitterpunkte nach Bild 4 zu

.‘/?b
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withlen. Hier sind die Koordinatenachsen x, y eingefithrt und
die Gitterseite mit h bezeichnet. Schreibt man fiir den Punkt k
mit den Koordinaten z; und y;, die Taylorsche Entwickluzig der
Funktion w zum Ausgangspunkt der Koordinaten an, so erhilt
man:

Bild 1

Sterngruppe
der Gitterpunkte

) 1 o
Wy = Wy + T Wz + YWy + 7 (-’L'Z Waz + 2T YpWay + Yy Wyy)

11 .
+ 'g (x;:’wzxz +3 zzykwx:cu + 3xky]2cw$uy + yliwilv!/)
1
+ 57 % (xk Wepas + & -"/'k Yx Wazay + 6 wk '.'/k Wizyy
+ b T Yy Wayyy + Y wuuuy) +oe (5)

Hier bedeuten wy, wy;, w;,, usw. die Derivationswerte im
Ausgangspunkt.
Wenn man in Gl (5) die Koordinaten fiir die Sterngruppe

1,2,---6,a,b, - f
f.-:(%h,.—
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1,1, o
1= (h,0); 2-_—<?h.,?hy3>,...

_;_ h V§> (6)



einsetzt, so erhilt man auf diese Weise nach und nach die zwolf
Taylorschen  Entwicklungen fiir die Funktionswerte wy, W,
Wy W, - 10y

Die Differenzenausdriickung des Operators ¥4 fithrt man nach
Collatz [4] so durch, daBl man aus diesen Werten den Ausdruck
entwickelt:

12w, — 3 (1; + wy + -+ + Wy) + 105 + w0y + -

_9 4 74 .
_Ehyw_}_... (7)

Nach der ziffernmiBigen Entwicklung der rechien Seite wird
der biharmonische Operator direkt erhalten. Wenn man in diese
Gleichung, die den Operator F* bestimmt, V4w entsprechend
Gl (1) einsetzt, wird fiir einen bestimmten Punkt die Diffe-
renzengleichung des Gleichgewichts erhalten, die symbolisch in
der Form der Sterngruppe-angeschrieben werden soll:

Dieser Operator ist fiir die Anwendung”geéigneter als der von
Jensen [6, Gl 98] verwendete Operator mit den Koeffizienten
42, —10, 2, — 1, und zwar aus folgenden Griinden:

1. Die Sterngruppe des von Jensen verwendeten Operators um-
faBt sechs Punkte mehr, und die Koeffizienten sind grofer; das
wirkt sich besonders ungiinstig bei der Anwendung der suk-
zessiven Methoden aus.

2. Der Rest auf der rechten Seite der Gl. (8.1) erhilt die Form
einer unendlichen Reihe, deren erstés Glied von sechster Ord-
nung ist und nach Collatz [4] den Wert

76'w P 9 0% w 96 w) ( ]
128( 6 Fr ik 0ztay? + 0220yt + ay® 2 9)
z=0,y=0

besitzt. Beim Operator nach Jensen kann der Wert dieses Glie-
des sechster Ordnung in der Form

0% w 0% w Mw 0% w
+128(386 T 108Gy + 1085 4+36 6y°) (2, 9)
z=0,y=0

abgeleitet werden. Es ist also, was die absolute Gré8e anbelangt,
einigemal gréier. (Wenn man auf der rechten Seite der Jensen-
schen Differentialgleichung eine bestimmte Sterngruppe der Be-
lastungsglieder an Stelle des Belastungsgliedes im Punkte 0 an-
nehmen wiirde, wie dies Collatz macht, kénnte man bei diesem
Operator den Rest auf die achte Ordnung herabsetzen [4]. Die
Gleichungen sind aber dann komplizierter.)

Bei Belastung durch eine Einzellast P im Knotenpunkt des Git-
ters ersetzt man die Wirkung der Last P mit einer gewissen
Anngherung durch eine gleichmiBige, auf der Flache des schraf-
fierten Sechsecks (Bild 2) wirkenden Belastung q, deren Resul-
tierende der Finzellast P entspricht. Dieses Sechseck hat seinen
Mittelpunkt im Knoten des Gitters, die Ecken sind die Mittel-
punkte der Gltterdrelecke, und d.|e Flache hat die GroBe
=hY38.
Nachdem p = P|F in GL (8.1) eingesetzt ist, erscheint die rechte
Seite dieser Gleichung, d. h. das Belastungsglied Z, in der Form:

3Y3 Pk

APk (8.2)
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Bild 2. Platte des Zahlenbeispiels mit dem ein-
gefithrten Dreiecksgitter

Ferner wird die Gl (4.1) des freien Randes fiir den Fall aus-
gedriickt, daf der Rand in Bild 1 mit der z-Achse identisch ist
und die Platte unterhalb der Platte liegt. Bei Zusammenstellung
des. Differenzenausdrucks aus der Taylorschen Entiwicklung be-
nutzt man mit Vorteil die einfache Behauptung, daB bei seiner
Differenzenform dieselben Eigenschaften erwartet werden kén-
nen, wenn ein Differentialoperator gegeniiber der Transfoxma-
tion der Koordinatenachsen bei Symmetrie nach irgendeiner
Achse unverinderlich ist, ferner wenn er bei der Transformation’
das Vorzeichen &ndert oder wenn er gegeniiber jeder Drehung
der Koordinatenachsen invariant ist. Hier wird die Symmetrie
des Differenzenausdrucks zur z- und zur y-Achse erwartet. Des-
halb werden aus Gl. (5) durch Finsetzung entsprechend Gl. (6)
die Ausdriicke

. .
Wy + wy + Wy + wy = bw, + '§'h (we o + 3wyy)- + e (9

W, + Wy, = 2w, + RBawyy 4 - (10)
gebildet. Multipliziert man die GL (9) mit 2 und’ Gl (10) mit
dem Faktor (3 # — 1) und addiert dann beide, so erhiilt man:

3R (nwzy + wy?/) F oo =2 (wy + wy + wy + wg)
+ Bu—1) (w + wy) — 6 (14 p) w,. (11)

- Somit kénnen die Randbedingungen (4.1) in der nachfolgenden

Sternform ausgedriickt werden:
2 z

-1+3u ';(:’ﬁ”’) -1+3u (w)=0
NN\,
N

Spéter wird auch die Differenzenform der Randbedingung (4.1)

fiir den Mittelpunkt der Verbindungslinie von 2wei benachbar-
ten Randgitterpunkien gebraucht. Man wihlt eine Sterngruppe.
wie Gl. (13), bezeichnet ihre Punkte, schreibt die Taylorsche
Entwicklung zum erwihnten Mittelpunkt an und stellt — unter.
Voraussetzung der Symmetrie des Operators — gewisse lineare
Kombinationen der Werte w in den Sternpunkten znsammen.

So ergibt sich schlieBlich die Randbedingung

(12)

T3 =93 -9-3u  T+3m (w)=0 (13) .

/\/\3 N

. in der der Rest von vierter Ordnung ist.

Ahnlich wird der. Ausdruck fir die Gl (4.2) zusammengestellt
Man erwariet die Antimetrie der leferenzenausdxucke Zul.



w-Achse und die Symmetne zur y-Achse Deshalb werden aus
Gl (5) durch Einsetzen nach GL. (6) die Ausdriicke

u{g-{-w,fw,—we=2V§hwy+gha(wxmy+ Wyyy) + -

(14)

Wy + we — wy — wp=2Y3hw, + V__h Owaay + wyyy) + -
‘ (15)
wb—we-_2]/_hw,,+1/-h wuyu+ (16)
"—4w1+6w0—-4‘w4+w7,——h Wrezgt * (17)

bestxmmt deren Reste sich hochstens in der fiinfien Ordnung .

darstellen ausgenommen Gl. (17), deren Rest sechster Ordnung
ist. Diese Glexchungen kénnen als ein System von vier linearen
Gleichungen fiir die vier. Unbekannten Wy, Wypys wyyy und
%y, 4 5 o Detrachiet werden. Mulnphmert man die Gl (14) mit dem
Raktor (—15 + 3 u), GL (15) mit (7—3 u), GL (16) mit 8 und
xl (1/) mit 16 I, wobei

7.3 V’ B Jy
‘ : 8§ DR 7 .
eine dimensionslose Zahl bedeutet, und addiert dann alle, so
wird die Relation erhalten:

' - E.J, '
6Hh3]/3[ (2 ——p) Wyay — Wyyy + 5~ 'wa;a;za;] + .-
= (‘15*3#) {we + wy — w5 — w,)

~{1— 3/4)_(wal+wa— Wy — W)

\;S(W,,_we) + 16T (wy — bw, + 6wy — bw, + w,) . (18).

~Nach Einsetzen in Gl (4.2) ergibt sich dann die Randbedin-
_gung (4.2) in der Form

-8

T B B

AWAWAY

%J =647 96J =547 %]
. — (w)~ ]/—1— 9
A AWAWA R

7u -Briu -Br3u 7-3u
8
-

~7+3u

Wird nun das System der Differenzengleichungen fiir alle Gitter-
punkte angeschrieben, so treten in ihnen als Unbekannte ge-
wigse fiktive Werte der Funktion w in auBerhalb- der Platte
liegenden Punkten auf, und zwar beim freien Rand in zwei dem
Rarnd parallelen Reihen, als wenn die Durchbiegungsfliche
aullerhalb der Platte verlingert wire (Bxld 2). Diese Werte sind
an: Randbedingungen gebunden, die man an das ‘System der
Differenzengleichungen, deren Anzahl sich dadurch vergroBern
-wiirde, anschlieBen miiBite. Das kann von vornherein vermie-
den werden, wenn es gelingt, die beiden Randbedingungen (12)
bzw. (13) und (19) mit der Gl (8.1) und (8.2.)) derart zu ver-
engen, daB die erwihnten Werte eliminiert werden. Man er-
hélt auf diese Weise den Endoperator (Randoperator).

. Fiir einen Randpunkt kann dies folgenderwelse durchgefiihrt
werden: :

Es werden Gl (8.2) mit 16 und GL (19) mit 2 multipliziert und
beide addiert. Zu diesen Gleichungen addiert man dann drei
fiir dje benachbarten Randpunkte 4, 0, 1 (Bild 1) sukzessive ge-
schriebene Gln. (12), die vorher nach und nach mit (— 1 — 3 u),
(10 4+ 6 ), (— 1 — 3 &) multipliziert wurden und erhalt schlieB-
lich den Endoperator

1 7902 -sza;u 134-96u- . -52448u+ 190 (w) - 2 ', I3 qh’
% }72.] 374 18] -ﬁﬁﬂzJ *JE,((LW]/'SZJ 0
2-1u -60*12,& -60f AL 28-124L

‘0
AWANRA o
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In Gl. (8.1) tritt fiir einen Gitterpunkt in der zweiten Reihe vom.
freien Rand der Wert w in einem Punkt auBerhalb der Platte
auf, und zwar im Punkt b (Bild 1). Wenn man von der mit 8
multlphmerten Gl (8.1) die Gl (13) subtrahlert so erhdlt man
den Endoperator

73 -Teau
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Hier tritt die Frage auf, ob es méglich ist, die Bedingung (13),
die fiir den Mittelpunkt des Gitters gilt, mit den tibrigen, fiir
den Knotenpunkt des Gitters giiltigen Gleichungen zu kombi-
nieren. Dies ist bishér nicht {iblich. Eine genaue Untersuchung
der Frage ist sehr schwierig, aber es scheinen die tatsichlichen
Verhilinisse zumindest ebensogut erfafit zu werden, als wenn
der Operator nach Jensen angewendet und alle Randbedingun-
gen fiir den Gltterknotenpunkt niedergeschrieben wiirden.

Die Zusammenstellung der Endoperatoren fiir die Ecke ist ein-
fach und braucht hier nicht erklirt zu werden.

Beim gelenkig gelagerten oder eingespannten Rand sind die

. Verhilinisse vielfach einfacher und auch bekannt, so daB wir

uns hier nicht mit ihnen befassen werden. Es wird nur darauf
hingewiesen, daBl man bei einer schiefen Platte mit allgemeinem
Winkel, bei der das Gitter aus gleichseitigen Dreiecken schwie-
riger angewendet werden kann, den freien Rand gleichlaufend
mit den Gitterfasern annehmen soll: Der gelenkig gelagerte oder
eingespannte Rand hat dann ¢ine allgemeine Lage zum Gitter.
Man kann aber auch ein allgemeines Dreieckgitter verwenden [6].

Lésung des Gitters mit der Relaxationsmethode

Sind die erforderlichen Differenzenoperatoren bekannt, so kann
man an die Losung des Problems herantreten, Im zu losenden
Bereich wird ein Gitter eingefithrt. Wenn man die Differenzen-
gleichungen fiir die entsprechenden Gitterpunkte niederschreibt,
wird im allgemeinen ein System von n linearen Gleichungen
mit n Unbekannten erhalten

S agpwi=Zy, k=1,2 - n, (22)

i=1
worin a;, die- Koeffizienten der thekann;en w; bedeuten.

Die absoluten Glieder dieser Gleichungen stellen die Belastungs-
glieder Z; dar (rechte Seite der Gl. 8.1). Die Koeffizienten jeder
Gleichung werden in die entsprechenden vertikalen Spalten der
Relaxationstabelle eingetragen (Tafel I), Wahlt man gewisse
Werte fiir w,, w, * - - wy, so werden die Gln. (22) selbstversténd-
lich nicht erfiillt. Damit Gleichheit eintritt, mufl man in jeder
Gleichung noch irgendein weiteres. Glied R; zum Belastungs-
glied Z; hinzufiigen, das wir ,Residuum® nennen wollen. Damit
wird :

" .
‘Zfikw't:Zk‘l'Rk" (23]
==

Die vertikale Kolonne der Relaxationstabelle bildet somit den
sogenannten Residualoperator, der den Wert des Residuums in
einem bestimmten Gitterpunkt mit Hilfe der Werte w; bestimmt.
Wird jetzt der Wert w; um 4 w; verdndert, so bestimmi die
i-te Zeile der Tafel, wie die rechten Seiten veréndert werden
miissen, um die Gleichheit einzuhalten; sie bestimmt die Ver-
inderungen 4 R; der Residuen Ry,

n
ARy =2 ay- dwy. (24)
i=1 :



Jede Zeile der Tafel stellt. den sogenannten Reldxationsoperator
" dar, der den Einfluf der Durchbiegungsinderungen in einem
bestimmten Punkt auf die Werte der Residuen-in diesem und in
den umgebenden Punkten angibt. Bei der Relaxation wird so
forigeschritten, daB man die sukzessiven Verénderungen 4w;
der Werte w; durchfithrt, und zwar so, daBl die Residuen nach

fafel I Relaralionstabélle

sukzessive Freimachen der ﬁktxven Stutzen Be1 ]edem Schntt ’

wird ein Teil der Reaktion Jeder Stiitze ausgeghchen, um sie

schlieBlich ganz zu beseitigen.
Die Relaxationsmethode konvergiert gégenuber anderen suk-
zessiven Methoden (z. B. Iteration) dadurch schneller, da man -
die einzelnen Schritte nicht mechanisch wihlt, sondern sie sich

T l2 |34 |s5|6|7 |89 w2\ BlE|s5|E 7|8
r -3 118 |-3| !
2|lelre]|3|3|l-z]|-2|3]|7]7 ’
) 3|3 3 -3 !
cl2|3f-3|n|-3 ! 317 /
siel-21|3]n]|3 3|37 2
s {6217 2|r|-3 AN 2 /
72331 3|23 rl-3|-3) 2
8 1| -3 3|0 : 133 2
) ! 3|-3 0% )| -3 -3136) 13% ;
0y 2 11313117 3|73 . 3| 3%\ 19 ‘
Wy / Virfal-3|1 3| w3 134 3% |-33% | 134
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" und nach bis Null bzw. praktisch bis zu geniigend kleinen
Werten verringert werden. Dadurch wird die Losung erhalten
4], (7, 8. _

Bei der Wahl der Relaxationsschritte, d. h. hei Anderung der
" Groflen w;, benutzt man vorteilhaft eine physikalische Vorstel-
lung. Da jede Gleichung die Gleichgewichtsbedingung fiir den
- betreffenden Punkt darstellt, kann man sich vorstellen, da8 sich
der Teil Ry — nimlich das Residuum — aus der Belastung
Zy, + Ry, in jedem Gitterpunkt als Reaktion irgendwelcher fik-
tiver Stiitzen iibertrigt. Mit diesen Stiitzen kénnte man sich die
Platte in jedem Gitterpunkt unterstiitzt denken. Ferner kann
man sich vorstellen, daB der Teil Z;, d. h. das Belastungsglied,
die vorgeschriebene unverénderliche duBere Belastung darstellt.
Das Relaxationsverfahren bedeutet dann nichts anderes als das

S

genau iiberlegt und besonders dadurch, dal man Gruppen- und
Blockrelaxationsschritte benutzt, bei.denen mehrere Werte w;
auf einmal veréndert werden; das ist hauptséchlich bei umfang-
reichen Gittern von Vorteil [8]. g

In gewissen Fillen jedoch — wie z. B. bei einem Teil eines gro- -
Beren symmetrischen Gitters oder bei komplizierteren' Rand-
bedingungen — fithren sich die Residuen nicht als geniigend
kleinere Werte in die benachbarten Punkte ein. Dann ist die
Auswahl der Gruppenrelaxationsschritte schwietig und die Kon-.
vergenz sehr langsam. Dies ist bei den von uns untersuchten
schiefen Platten der Fall. Im II. Teil wird gezeigt werden, wie
der Relaxationsproze in zahlreichen Fillen, besonders wehn
die Relaxation langsam vor sich geht, durch die machfolgend
beschriebene Methode bedeutend beschleunigt werden kann.
BBA 5285 (Schluﬁ in Heft 2)
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Beitrag zur Differenzenldsung schiefer Platten

und eine neue Art der Relaxationsmethode

SchiuB

Dipl.-Ing. Zdenek P. BAZANT, Dopravoprojekt Prag, Projektierungsbiiro des Straenwesens

Relaxationsmethode mit veriinderlichem Belastungsglied

Die Methode, die Residuen zu eliminieren, besteht bei der Re-
laxationsmethode darin, daB wir ,die Residuen zu den Rand-
punkten iberfithren®, wo sie durch Blockrelaxation entfernt
werden. Die Entfernung der Residuen geht nimlich bei der
Relaxation leicht vor sich, wenn sie in einem Gitter mit um-
gekehrten Vorzeichen verteilt sind. Nach einigen Relaxations-
schritten verkleinert man die Residuen und bekommt sie ohne
Schwierigkeiten in Form von Werten, die gegenseitig dasselbe
Vorzeichen und annihernd dieselbe Grée besitzen. Dann ist
der Vorgang schon schwieriger. Bei normaler Relaxation mul3
man ,,die Residuen zum Rand iberfithren”“. An den Rindern
werden sie durch Blockrelaxationschritte entfernt. Je naher
die einzelnen Punkte zum Rande liegen oder je groBer die An-
zahl der Randpunkte ist, desto leichter kann man ,die Resi-
duen zum Rande fithren® und desto schneller schreitet die Re-
laxation fort. ‘

Wenn es also gelingen wiirde, gewissen weiteren Gitterpunkten
den Charakter von Randpunkten zu geben oder irgendwelche
weiteren imaginiren Punkte einzufithren, die den Charakter
von Randpunkten hiatten, so wiirde man die Relaxation da-
durch bedeutend beschleunigen. Gerade dies wird durch die
Relaxation mit verinderlichem Belastungsglied ermiglicht. Die-
jenigen Punkte, die den Charakter von Randpunkten haben,
d. h. bei denen man die Residuen leicht entfernen kaun, be-
zeichnet man als Singularpunkte des Gitters. Es konnen ent-
weder direkt Punkte des Gitters oder irgendwelche weiteren
fiktiven Punkte sein.

a) Damit irgendein Punkt des Gitters zu cinem Singularpunkt
desselben wird, geniigt es, den Ausdruck Z; + Ry in GL (23)
als das im augenblicklichen Durchbiegungszustand zum Er-
reichen des Gleichgewichts notwendige Belastungsglied Z; zu
erkliren. B 5

Zk:Zk+ Rk’ (20)
Dann wird erhalten

n -
Xagpwy=Zy. (26)

i=1
Um das Gleichgewicht zu erzielen, braucht man dann in diesem
Punkt keine fiktive Stiitze einzufithren. Dieser Punkt hat kein
Residuum. Das Glied Z; kann nicht von vornherein gewihlt
werden, da nach jeder Veriinderung dw; eine andere Belastung
notwendig wird, um Gleichgewicht zu errcichen. Aus Gl. (26)
folgt, daB sich das Glied Z; in gleicher Weise iéndert, wie das
Residuum in diesem Punkt.
—_ n
AZk: Eaik‘ Awi.
i=1

27)

Die Anderung des Gliedes Zk ist dabel nebensiichlich. In die-
sem Punkt kann man die Residuen iibertithren und dadurch,

daf sie in das Belastungsglied Z;, einbezogen werden, entfernt
man sie einfach. Durch Anderung der Gréfe von w in diesem
Punkt kénnen auch die Werte der Residuen in den umgeben-
den Punkten beeinflufit werden. Die auf diese Weise durchge-
fithrte Relaxationslésung hat die Besonderheit, daB ecin von
vornherein nicht bekannter Belastungsfall gelést und erst dann,
wenn man zam Resultat gelangt, gleichzeilig dic Belastung
cvhalten wird, die die Endwerte w; ergibt.

Die 3ingularpunkte kann man natiirlich nicht willkiirlich wiih-
len. Gewthnlich wird ein Singularpunkt in dem Punkt ange-
nomm.en, in dem eine Einzellast wirkt. Man muf bei der Wahl
in der Weise vorgehen, dafl von dem erlangten Zustand {even-

82

DK 624.04:624.073.126

tuell von einigen erlangten Zustdnden) zur Losung der gegebe-
nen Aufgabe entsprechend dem Superpositionsprinzip, d. h.
durch Linearkombinationen, iibergegangen werden kann und
daB sich die ganze Losung nicht umsténdlicher gestaltet als ohne
Singularpunkte. Es kann bewiesen werden, dall — wenn man
bei allgemeinen rechten Seiten Zj ,r“ Singularpunkte wihlen
wiirde, die Relaxation (r + 1) mal durchgefiihrt werden miiite,
damit r + 1 Belastungszustinde erhalten werden, die linear
unabhiingig sein miissen. Wenn von den Gliedern Z; nur r
Glieder einen von Null abweichenden Wert besitzen und wenn
in den betreffenden Punkten die Singularpunkte gewiihlt wer-
den, muB8 man die Relaxation r-mal durchfithren [2]. Wenn
also nur ein einziges Belastungsglied vorliegt, das nicht gleich
Null ist, also nur eine Einzellast angreift, und wenn in diesem
Punkt ein Singularpunkt des Gitters gewihlt wird, geniigt es,
die Relaxation nur einmal vorzunehmen. In diesem Fall ver-
kleinert sich auch die Anzahl der linearen Gleichungen um eins.
Die Wahl mehrerer Singularpunkte kann ebenfalls vorteilhaft
sein, und zwar dann, wenn die Ersparnis aus der Beschleuni-
gung des Vorganges groBer ist als der Verlust aus der mehrfach
wiederholten Relaxation.

1) Die Residuen in den einzelnen Gitterpunkten kénnen auch
suf die Weise beeinfluBBt werden, daBl man einen % + Zj grofBen
'feil von ihnen in den einzelnen Punkten als dufiere Belastung
Letrachtet und ihn zu den schon bestehenden Belastungsglie-
dern hinzufiigt. Werden solche Verdnderungen der Belastung
vorgenommen, haben die dufleren Belastungsglieder bei allen
Schritten dic allgemeine Form
Zy=%Zy. (28)
Hier ist # cin verdnderlicher Koeffizient. Es handelt sich also
wieder um eine Verinderung der dulleren Belastung (es dndern
sich alle Belastungsglieder Z;). Dieser Fall kann auch mit dem
vorhergehenden Fall des Singularpunktes in Zusammenhang
gebracht werden. Man kannj sich vorstellen, dafl alle Gitter-
punkte mit einem weiteren fiktiven Punkt verbunden sind, dem
man durch Vermittlung des Relaxationsoperators (—Z,, —Z,,
-+ »—Z,) den Wert des Koeflizienten & zuteilt. Die Verdnderung
Az des mit diesem Punkt verbundenen Koeiffizienten z ent-
spricht dann der Verénderung der Residuen,
AZy =~ A% - Zy. (29)
Dieser Punkt hat eine analoge Bedeutung wie der Singular-
punkt im Abschnitt a). Er wird als uneigentlicher Singular-
punkt des Gitters bezeichnet. In diesem Punkt trigt man den
Wert des Koeffizienten Z der duBeren Belastung ein oder bei
ciner gleichmiBig verteilten Belastung direkt den Wert der
verinderlichen Belastungsglieder. Mit dem uneigentlichen Sin-
gularpunkt brauchen nicht alle Punkte des Gitters verbunden
zu scin, sondern nur eine bestimmte gewdhlte Gruppe der
Gitterpunkte (gleiche Belastungsglieder nur auf einem Teil des
Gitters). Auf diese Weise kann man auch — wie im Abschnitta) —
wehrere uneigentliche Singularpunkte wihlen.

Diese Art von Relaxationsschritten ist besonders dann von Vor-
teil, wenn die rechten Seiten der Gln. (22) alle gleich oder wenig-
stens annihernd gleich sind (z. B. gleichmifig belastete Platte,
Torsion). Bei der Relaxation eines jeden Gitters entfernt man
die ‘Residuen sehr leicht, wenn sie verschiedene Vorzeichen
haben. Nach einigen Relaxationsschritten erreicht man, da8 die
Residuen nahezu gleiche Grofie und gleiches Vorzeichen er-
halten. Der weitere Vorgang ist dann normalerweise schon
schwieriger und erfordert Blockrelaxationen. Der durch Ab-
schiitzung bestimmte Mittelwert dieser Residuen wird dann in
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das veriinderliche Belastungsglied Z iiberfiihrt, dessen augen-
blicklicher Zustand nach jedem Relaxationsschritt das Gleich-
- gewicht darstellt. So erhilt man im Verlauf eines einzigen
Schrittes den Zustand der Residuen, in dem diese wiederum
verschiedene Vorzeichen besitzen, aber schon bedeutend kleiner
sind. In gleicher Weise kann fortgefabren werden.

Um eine groBere Ubersichtlichkeit zu erhalten, soll noch eine
kurze Rechenvorschrift eingefiigt werden, nach der die einzel-
nen Schritte vorzunehmen sind. Sie ist in Bild 3 angefiihrt. Zu
den gewihlten Relaxationsschritten dreier, grundlegender Ty-
pen, d: h. Schritt ohne Singularpunkt (s") (wie bei der normalen
Southwellschen Relaxation), Schritt mit einem Singularpunkt
des Gitters (a”) und Schritt mit einem uneigentlichen Singular-
punkt des Gitter (b""), sind bei den entsprechenden Punkten die
Verinderungen der Residuenwerte in ihrer allgemeinen Form
eingetragen. In diesem Bild sind die einzelnen Differenzen-
gleichungen angegeben. Die Singularpunkte sind durch zwei
kleine Kreise bezeichnet. Als Punkte, in denen die Durchbie-
gung veriindert werden soll (Schritt '), wihlt man solche, wo
die Residuen maximale Werte erreichen. Aw withlt man schit-
zungsweise derart, daB diese Residuen zu Null oder zumindest
im Durchschnitt verkleinert werden. In einem Singularpunkt
des Gitters wird die Durchbiegung dann veréndert (Schritt a”),
wenn man dadurch die Residuen in den umgebenden Punkten
verkleinern kann. In einem uneigentlichen Singularpunkt éndert
man die Belastung (Schritt b”"’), wenn Residuen des gleichen
Vorzeichens iiberwiegen.

Man kann also feststellen, daB die vorgeschlagene Relaxations-
methode mit veréinderlichem Belastungsglied, die eigentlich
eine Verallgemeinerung der normalen Relaxationsmethode dar-
stellt, den Vorteil bringt, weitere Gitterpunkte mit dem Cha-
rakter von Randpunkten zur Verfiigung zu stellen, in die man
dann die Residuen tiberfiihren kann. Dadurch wird die Re-
laxation wesentlich beschleunigt, besonders wenn die normale
Relaxation nur langsam fortschreitet. Auf diese Weise wird sich
die Anwendung der Relaxationsmethode auch auf solche Fille
erstrecken, bei denen sie sich bisher als unvorteilhaft erwies.
Sie wird immer dann mit Vorteil angewendet, wenn alle Be-
lastungsglieder gleich sind (gleichm#Big belastete Fliche, Tor-
sion) oder wenn fur ein einziges von Null verschiedenes Be-
lastungsglied vorhanden ist (Einzellast). Werden mehrere Sin-
gularpunkte gewiihlt, ungeachtet ob sie eigentlich, uneigentlich
oder beides sind, wird der Vorgang noch mehr beschleunigt.
Man muB dabei aber das Gitter so viele Male 16sen, wie Sin-
gularpunkte gewihlt worden sind, damit aus den gewonnenen
Belastungs- und Durchbiegungszustinden mit Hilfe ihrer linea-
ren Kombination die Lésung fiir den gegebenen Belastungs-
zustand bestimmt werden kann. Die Entscheidung muf man
auf Grund des Gefiihls oder der Erfahrung treffen. Zur Wahl
mehrerer Singularpunkte entschliefit man sich grundsitzlich
dann, wenn man dasselbe Gitter fiir mehrere Belastungs-
zustinde lésen muB (wie auch im folgenden Beispiel). Sonst
miiite man dann die Lsung auf jeden Fall mehrere Male vor-

. nehmen. Es soll auch darauf hingewiesen werden, daB die
Schnelligkeit der Konvergenz bei Relaxationsmethoden sehr
viel von der Erfahrung und Geschicklichkeit des Rechners ab-
hingt, und besonders davon, inwieweit er es versteht, die ein-
zelnen Schritte passend zu wihlen. Man wiihlt die Schritte am
besten nach der gefithlsm#Big abgeschiitzten Forménderung der
Platte (eventuell Membran) bei Belastung durch die gegebenen
Residuen.

Die Anwendungsméglichkeit dieser Losungsmethode ist durch
die Giiltigkeit des Superpositionsprinzips bei elastischen Syste-
men gegeben. Sie kann auch ziemlich einfach und genau mit
Hilfe der linearen Algebra mathematisch abgeleitet werden [2].

Losung eines Zahlenbeispiels

Als praktisches Beispiel wird eine schiefe rhombusférmige
Stahlbetonplatte ABCD (u=0) ohne Bordtriger gewihlt,
deren Seitenlinge a ist und die einen Winkel von a = 60° ein-
schlieft. An den Rindern AD und BC ist die Platte gelenkig
und an den Réndern A B und C D frei gelagert (Bild 2). Es wird
einerseits die EinfluBflache der Durchbiegung in Platienmitte
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bestimmt, was der Aufgabe gleichkommt, die. Durchbiegungs-
fliche der Platte bei Lasteintragung durch eine Einzellast in
der Mitte zu ermitteln, andrerseits wird die Durchbiegungs-
fliche fiir gleichm#Big verteilte Belastung bestimmt.

Es wird ein Dreieckgitter mit der Seitenlinge h = a/6 (Bild 2)
gewiihlt. Die Platte mit ihren Randbedingungen, das Gitter und
beide Belastungsfille sind symmetrisch zum Plattenmittel-
punkt, so daB es geniigt, nur eine Hilfte der Platte, d. h,
18 Gitterpunkte, zu lésen. Die Punkte numeriert man symme-
trisch zum Plattenmittelpunkt. Dadurch bestimmt man schon

Relaxationsschritie \71 Ry g R;
5; 2k Ledw Ri=RyHagtaprar, )dw Ry =Ry H{agg ayray, )dw
a’l r [+dw Ri=Ryta, dw Ry =Ry + @y dw
oM Z x4 ‘Ry=R;-1-47 Ry =Ry -1-42
()
s ra .
Ry =Ryt (ayp?* Qpy*pn ) AW | Zp 2o H{@pg Qg +apm)dw
Relaxationstabelle R,,:-R,,;*a.k,.lw : Z'Ea =Zptappdw
AFANRED Re=R'-1-47 2=l
7] az ... |8m] \
Fleslogl...fon @, 7ez
Ll 1 : Ry =R *(@n2 *ank +@nn)dw 2’7’
NYCsnlapl .. . | v _p 'n7?,
7T —7"{:'_.. =2 Ry =Rn#dnp dw anrnaz

RE=RL-1-42

Bild 3. Rechenvorschrift fiir drei Grundtypen der
Relaxationsschritte

von vornherein, da8 auch alle vorzunehmenden Operationen
symmetrisch sein werden. Schreibt man Fiir die Punkte 1, 2,
- -+ 18 die entsprechenden Differenzengleichungen, so ergibt sich
ein System von 18 linearen Gleichungen mit 18 Unbekannten
w,, w,, " -+ w,, (Tafel I, vertikale Kolonnen).

Man wihlt einen Singularpunkt des Gitters im Plattenmittel-
punkt (Einzellast), d. h. im Punkt 4, sowie einen uneigentlichen
Singularpunkt des Gitters, der mit den Punkten 2, 3,...18
durch den Operator in der letzten Tabellenzeile (gleichm#Bige
Belastung) verbunden ist. Man kann also die Schritte bei der
Relaxationsberechnung sowohl nach der Art a) als auch nach'b)
vornehmen. Man muBl die Losung fiir zwel verschiedene, be-
liebige Belastungszustéinde (Z;, Z') und (Zy, 2") ausarbeiten,
die gegenseitig linear unabhiéngig und ,,von der linearen Ab-
hiingigkeit auch wesentlich entfernt” sein miissen. Dies wird
dadurch erzielt, da man wesentlich verschiedene Ausgangs-
werte der Durchbiegungen wihlt. Diese Werte wurden hier
als abgeschiitzte Durchbiegungen bei Belastung durch Einzellast
und bei gleichm#Big verteilter Belastung gewihlt.

Die beiden Relaxationsberechnungen I und II mit veréinder-
lichern Belastungsglied sind in den Bildern 4 und 5 durch-
gefiihrt worden. In jeder Berechnung sind links iiber dem he-
treffenden Punkt die gewshlten (abgeschitzten) Ausgangswerte
eingetragen. In den Kolonnen unter dem betreffenden Punkt
werden sukzessive die Residuen eingetragen. An erster Stelle
stehen die Ausgangswerte der Residuen, die man durch Ein-
setzung der Ausgangswerte w; in die Kolonnen der Tafel 4
bestimmt. An letzter Stelle stehen die Endwerte der Residuen,
die geniigend klein sind. Die Singularpunkte sind durch zwei
kleine Kreise bezeichnet. Im Singularpunkt 1 des Gitters. tréigt
man, formal in gleicher Weise wie das Residuum, das verénder-
liche Belastungsglied Z; bzw. Z,' ein. In der Praxis braucht es
nicht eingetragen zu werden. Der Anschaulichkeit halber soll es
jedoch angefithrt werden. Links an der ersten Stelle der Kolonne
steht der Ausgangswert des Gliedes Z) bzw. Z{ und rechis auf
der letzten Stelle sein Endwert. Beim uneigentlichen Singular-
punkt trigt man sukzessive das verinderliche Belastungsglied
Z' bzw. Z" ein. Auf der ersten Stelle steht sein Ausgangswert,
unterstrichen auf der vorletzten Stelle sein Endwert. In der
Tabelle sind auf jeder Seite der Berechnung sukzessive die
Relaxationsschritte eingetragen. Die Endwerte der Durchbie-
gung befinden sich in jeder Berechnung rechts oben von jedem
Punkt. Zur Ausarbeitung der Berechnung waren 22 bzw. 20 Re- -
laxationsschritte notwendig.
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Relaxationsschritte

7 Tw; w17 'mao_@ 6826 7000 (\75 6878 S000 12N Sk
1 + 508 ~% 2437 28 812 37 - 5687
73 - 500 '., -77 050 f150\ 1 - 60 2 25 —.;:z_g g
7 = - 78 6607 48 \~7% 7490, -
4:"1"'75"; +;ZZ -8 290 - 49 -15 1190 -5 \ 12 - 780 50
34911 -« ~%0 ~4w0 -9 -0 % \71 330 -52
24563011677 + 100 /150 -4 2 2 -9 -2 0 X
= 100 S50 ~ 7 -2 2%0 55 -8 290 23
%557 % 3200 -w 3 — -2 w9 _2 85 22
2469m1 |+ 100
Yo Vo, 1Y, 5”7
AL - 7000 ” 7500 8000 7 7827 5000 7
870,17 20 ~3500 -% 2525 =375 3%
3 + 20 - J000 m\-n ~wo/ 1 ~2250 /- g
234781 + 20 - - A 3
177,18 - 20 0
4.9,75 + 10 -7
B8 =20 2
3,2,70,11.15 +10
7718 =20
7 =20
72,15, %6.17,18 -%
Z + 70
2,46, +§
8n 1236778 | - 5
B,%,17,%8 -5
59 T+ 5
23,410% + 3
7,72,77 -3
1,75,77 )
49,10,% + 2
z + 70
0.1 Tz
34583085 | + 7
1 -2
7,75 + 2
Zz -3
2,821,717 -1
9,0, % + 7 .
Bild 4. Relaxationsberechnung I
Reloxotionsschritte
3 dwy
357021677 |+ 500
Z +7000)|
56,792,477 |+ 200
" ~ %00
y4 - 500
2,59,12,%,77 + 200
%8 - 200
[} + 100
0% A= 700 S000
SR RB - 50 125
34718 + 50 —~ 7940
461,128 - 20 ~ 1690,
Z.,ﬂ, 2 {+28 e
0 - 10 -
38,72,17,% + 0 A
530S |- 10 20
45690 MRE |~ 10
A + 10| soo0 P 5n9 8000 5 )98 4000 7 0170 8000 7 8756
0,M,75 ~ 20| s000 ) — 5000 -1 2080 30 - 5000 - 40
SONHE “ 70| 2000 / W\ % - 1500 /40\ ~30 - 2000 /- 1 ~ 1500 -19 ,
7 + 20 o/ o\ ¢ -900/ 8 \ & -1200/ 1w\ ¢ 1300 /-9 \ 2
- —o] 50 & \¢ ~ 800" o 7 500 7 \3 40 0 -7
L |0 n 800 -3 M1 -0 W B -800 -1 -5 P
S -30 0 2 700 W5 00 50 7 - 550 50 @ [
IR Lt W -9 g — 50 3 — B0 1w — -5 2 1000
3,%,75 -5 300 m ~s50 ¢ %0 W W =30 500
2 + 5 550
Z + 10 8000 0~ 8771 5000 (03 S48 560
357808 |+ 3 -~ 3000 -9 3000 -1 555
.75 -3 500 £\~ 3 000 /- 10\ -7 5573
7,92,17 ¥ 2 -1w0/ w\ 5 o/ ~20\ 1
3,70,18,75 -2 00 - 1600 - 60 00 -0 T
z = 5 = "
- w0
5'17201-1’;-;57 22 w460 -0 % 50 -2
7L 20 s 0 - ~ 100 -
3w = \ / 6 00 -~ 2
3.8,7 + 1 .

Bild 5. Relaxationsberechnung II

. Wenn man verlangt, daB die resultierenden Residuenwerte
keine Durchbiegung im Plattenmittelpunkt hervorrufen, kann
man ihr durchschnittliches Gewicht in das Belastungsglied Z'
bzw. Z" iberfithren und die resultierenden Werte auf diese.
Weise bis auf die auf der letzten Stelle der Kolonnen beim
uneigentlichen Singularpunkt eingetragenen Werte verbessern.
Hierbei werden den einzelnen Residuen Gewichte zugewiesen,

-die den Gréfien der Ordinaten der EinfluBflache (Bild 6) pro--
portional sind.

Die Berechnung I (Bild 4) ergab als Resultat den Durchbie-
gungswert in Plattenmitte w = 10473, dem die Endwerte
Z, = 10166, Z'=—28 entsprechen. In der Berechnung II.
(Bild 5) ergab sich w =10030, dem Z} =450, 2" = 551,3
entsprechen,
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Nun kann man schon die Losung fiir die Einzellast bestimmen.
Wir werden so eine lineare Kombination der beiden Belastungs- -
zusténde bilden, aus der sich w, =1 und Z = 0 ergeben. Man
multipliziert die Werte ), Z, und Z' mit 0,9502 - 10, die
Werte w”, Z}, 2" mit 0,0048 - 10~ und addiert sie. Das Be-
lastungsglied Z,, das dem Wert w; =1 enispricht, wird.
9662 - 107* betragen. Fiir das allgemeine Belastungsglied (8.2)
bestimmt man dann in direkter Proportionalitit den wirklichen
Durchbiegungswert w, in Plattenmitte.

_ 3.Y3 P2
T 80,9662 D

P.qg?
5

Der Forminderungszustand der Platte, der dem Wert w,=1

entspricht, ist aus Bild 6 ersichtlich. Die wirklichen Gré8en der

= 0,0187

w, -~ (30)
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Durchbiegungen erhélt man, wenn die hier angegebenen Werte
w, (#,y) mit dem“Ergebnis von (30) multipliziert werden. Die

Ordinaten & (z,y) der EinfluBflache fiir die Durchbiegung in -

Plattenmitte sind
2
8 (z,y) = 0,0187 ‘—“5 cwy (2, ) - (31)

Jetzt wird die Losung fiir gleichmaBig verteilte Belastung be-
stimmt. Man stellt eine solche lineare Kombination der beiden
Zustinde zusammen, aus der sich w, = 1 und Z,*= 7 ergeben.
Dies wird so durchgefiithrt, daB man die Werte w', Z}, Z' mit
0,0104 - 107, die Werte w”, ZY, Z” mit 0,9861 - 10~ multipli-
ziert und dann addiert. Das dem Wert w, = 1 entsprechende
Belastungsglied Z, wird 549,5- 10 betragen. Fiir das allge-
meine Belastungsglied aus Gl (8.2) bestimmt man dann den
wirklichen Belastungswert in Plattenmitte.

4
- p .
R m———————— e = 7 . . 32
Y= 15005695 D = 007905 . (32)

Der Formiinderungszustand der Platte, der dem Wert w, =1
entspricht, ist aus Bild 7 ersichtlich. Die wirklichen GroBen der
Durchbiegungen werden erhalten, wenn man die hier ange-
gebenen Werte mit dem Wert der G, (32) multipliziert.

Die Richtigkeit der Rechnung kann man kontrollieren, wenn
der Wert der Gl. (32) mit dem aus der EinfluBfliche der Durch-
biegung ausgerechneten Wert verglichen wird. Es gilt namlich

a2y
w, =//p-6 (,9) dx dy=0,0187-’%f] w, (z,) dz dy. (33)
0 0

Hierin bedeutet O den Bereich der Platte. Das letzte Flichen-
integral lost man angenithert mit Hilfe der Simpsonschen Regel
aus den Werten w, (z,y) im Bild 7 iibe_r_ die Querschnittsflachen.
Man erhilt hier den Wert 9,047 h? §' 3. Somit ergibt sich

)
w, = 0,0081 . P D“ . (34)

Trotz der angeniherten Berechnung des Flichenintegrals stimmt
dieses Ergebnis mit dem direkt ausgerechneten der Gl. (32) gut.
iberein. Der Fehler betrigt nur etwa 2,5%. Dadurch wird die
Richtigkeit der Rechnung bestitigt. o

Bild 6. EinfluBfliche der Durchbiegung in Platten-

mitte. Durchbiegungszustand bei Belastung durch
cine Einzellast in Plattenmitte

. Die Biegungs- und Drillmomente errechnet man aus der Durch-
biegungsfliche durch Einsetzen in die bekannten Formeln
(z. B. [3, GL. 919]). In die Derivationswerte Wy g, Wy yy und wy,
in den Gitterpunkten werden ihre aus den Differenzenformeln
ausgerechneten GréBen eingesetzt.

Der Autor hat das gleiche Beispiel mit einem grobmaschigen
Gitter h = a/4 (8 Gleichungen) und unter vereinfachter Ein-
fihrung der Randbedingung (13) in Gl (21) gelsst, wobei der
Verlauf der Durchbiegung lings der Verbindungslinie zweier
benachbarter Gitterpunkte auf dem freien Rand annihernd
linear [1] angenommen wurde. Die Ergebnisse weichen von
den hier angefiihrten, die als vielfach genauer angesehen wer-

“
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den kénnen, um 269 bzw. um 30%, ab. Das ist ziemlich viel.
Hiervon sind rd. 10% auf eine zu grobe Gitterteilung und der
Rest auf die erwihnte angensherte Einfithrung der Rand-
bedingung zuriickzufiihren. Dieser Vergleich beweist, daB eine
Ungenauigkeit in der Einfithrung der Randbedingungen wesent-
lich das Ergebnis beeinfluBt. Es ist deshalb notwendig, eine
genauere Form (13) der Randbedingung anzuwenden. Aus
dem Vergleich geht ferner hervor, daf bei komplizierteren
Randbedingungen eine feinere Gitterteilung erforderlich ist:

Fir die praktische Durchfithrung der Berechnung soll noch be-
sonders erwihnt werden, daB es bei der Relaxation sinnlos
wiire, die Residuen und ihre Verinderungen genau zu berech-
nen. Die Produkte und Summen rechnet man im Kopf, rundet
sie auf zwei giiltige Ziffern ab und trégt nur die Residuenwerte
bei jedem Schritt ein. Bei den Relaxationsschritten wihlt man
die Durchbiegungsverinderungen immer in runden Werten 1,2,
5 bzw. 3 (oder 10, 20, 50.. . oder,100, 200, 500. .. usw.), da-
mit man schonell im Kopf multiplizieren kann. Die durch das
Abrunden entstehenden Fehler sind nebensiichlich, da wir nach
10 bis 20 Schritten (bei einer Verkleinerung der Residuen auf
/10 bis */20) sowieso empfehlen, Kontrollen vorzunehmen, bei
denen die Residuenwerte genauer gestaltet und eventuell auf-
getretene Fehler korrigiert werden konnen. Je grober der MaB-
stab der Abrundungen ist, deste 5fter sind Kontrollen notwen-
dig. Bei Kontrollen mit Rechenmaschinen ist es besser, an Stelle
der Gesamtwerte der Durchbiegungen die Gesamtverénderun-
gen der Durchbiegungen im Zeitraum von der letzten Kontrolle
ab einzusetzen, so daB man wiederum héchstens mit zwei-
stelligen Zahlen zu multiplizieren braucht. Die Zeilen, die man
nicht addiert, verdeckt man bei der Addition der Koeffizienten
der Zeilen der Relaxationstabelle mit Papierstreifen.

Bei Berechnung dieses Beispiels ist es durch normale Relaxa-
tion [8] nicht einmal nach 76 Schritten gelungen, ein Resultat
zu erzielen. Es hiuften sich im ganzen Gitter oder in seinen
Teilen Residuen des gleichen Vorzeichens, die nur schwer zu
entfernen sind. Zu einer solchen Lésung brauchte man wesent-
lich mehr Zeit als bei Anwendung der hier vorgeschlagenen
Methode. Auch die direkte Eliminationslésung dauerte langer,
so daB es sinnlos wire, die normale Relaxation anzuwenden.
Eine Iterationslosung wiirde noch mehr Zeit in Anspruch neh-
men als eine Losung mit normaler Relaxation.
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Bild 7. Durchbiegungszustand bei gleichmiBig
verteilter Belastung :

Vergleicht meri nun den Aufwand der vorgeschlagenen Berech-
nungsweise mit dem einer direkten Ausrechnung der gleichen
Aufgabe mit Hilfe der Elimination. Zur Lésung der beiden
Belastungsfille durch Elimination wiirden 1184 Multiplikatio-

. nen oder Divisionen und 1133 Additionen vierstelliger Zahlen

benétigt werden, wobei Voraussetzung ist, daf alle diese Ope-
rationen auf einer elekirischen Rechenmaschine durchgefiihrt
werden. (Zur Lésung eines einzigen Belastungszustandes wiiren
1056 Multiplikationen und 1039 Additionen erforderlich.) Bet
der hier durchgefiihrten Berechnung der beiden Belastungs-
zustinde war es aber nur notwendig, 654 Multiplikationen héch-
stens zweistelliger Zahlen mit 1, 2 oder 5 bzw. 3 und 654 Addi-
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tionen zweistelliger Zahlen durchzufiihren. Darin ist jedoch
nicht die Addition der Koeffizienten der Tabellenzeilen ent-
halten. Ferner ist nicht die fiir das Nachdenken iiber die zweck-
miBigste Wahl der Relaxationsschritte erforderliche Zeit be-
riicksichtigt. Nach Erfahrung bedeutet dies beides zusammen
rd. 409% aller Arbeit. Da aber die bei der Relaxation im Kopf
vorgenommenen Operationen (Multiplizieren und Addieren)
zumindest zweimal schneller geben als die Operatiox‘len bei der
Elimination — wo vierstellige Zahlen in die Maschine einge-
stellt und die Ergebnisse abgeschrieben werden miissen —, kann
man behaupten, daBl die mit der hier vorgeschlagenen Methode
vorgenommene Berechnung zumindest doppelt so schnell wie
bei Anwendung der direkten Losung durch Elimination ist.

Der zweite, nicht minder wichtige Vorteil der Relaxation gegen-
iiber der Elimination besteht in der Tatsache, daB es ziemlich
bedeutungslos ist, ob sich im Laufe der Berechnung ein Fehler
einschleicht. Man entdeckt ihn bei der niichsten Kontrolle und
braucht dabei nicht nachzusuchen, wo er gemacht worden ist.
Vielmehr kann man von diesem Zustand aus weiter fortfahren,
wobei die Berechnung nur um einige Schritte verlingert wird.
Wenn man hingegen bei der Elimination einen Fehler macht,
mufl man praktisch die ganze Berechnung-wiederholen.

‘Wir kénnen somit feststellen, daB die vorgeschlagene Methode

den notwendigen Arbeitsaufwand reduziert und den Ingenieu-
ren wertvolle Zeit erspart. BBA. 5285
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